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Исследуется слабая двойственность полугрупп относительно 
некоммутативной полугруппы. Приводится пример некоммута-
тивных слабо двойственных полугрупп. 

 
 
Понятие слабой двойственности можно рассматривать как 

обобщение понятия двойственности полугрупп. 
Приведем некоторые определения. Если С – коммутативная 

полугруппа, то через ( , )Hom A C  обозначим полугруппу всех го-
моморфизмов полугруппы А в полугруппу С относительно ум-
ножения, определенного следующим образом 

1 2 1 2( )( ) ( ) ( )a a aχ χ = χ χ , для любых a A∈  и 1 2, ( , )Hom A Cχ χ ∈ . 
Говорят, что полугруппа А двойственна относительно ком-

мутативной полугруппы С, если гомоморфизм 
: ( ( , ), )A Hom Hom A C Cω →  по правилу [ ]( ) ( ) ( )a aω χ = χ  является 

биективным. Здесь двойственными объектами выступают полу-
группы А и ( , )Hom A C . 

Если же гомоморфизм ω  является лишь инъективным, то 
полугруппы А и ( , )Hom A C  назовем слабо двойственными отно-
сительно полугруппы С. 

Таким образом, ослабление требований к гомоморфизму ω  
в определении двойственности расширяет класс исследуемых 
объектов. 

Вопросы двойственности групп и полугрупп рассматрива-
лись в работах Л.С. Понтрягина [1], Э. Хьюитта и Г. Цукермана 
[2], М.М. Лесохина [3]. Слабая двойственность полугрупп иссле-
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довалась в работах А.В. Попырина, Е.В. Богачевой, 
В.Р. Бариновой, Н.Л. Бобрышовой и др. 

Однако в предложенной формулировке понятие слабой 
двойственности полугрупп можно рассматривать лишь относи-
тельно коммутативной полугруппы С, так как в противном случае 
множество всех гомоморфизмов полугруппы А в полугруппу С 
относительно умножения, определенного указанным образом, не 
образует полугруппу. Дадим более общее определение слабо 
двойственных полугрупп. Напомним, что отображение 
f : A B C× →  декартова произведения полугрупп А и В в полу-
группу С называется билинейным, если для любых элементов 

Aaaa ∈21,,  и Bbbb ∈21,,  выполнены условия 
),(),(),( bafbafbaaf 2121 ⋅=⋅  и ),(),(),( 2121 bafbafbbaf ⋅=⋅ . 

Определение. Полугруппы А и В называются слабо двойст-
венными относительно полугруппы С, если существует билиней-
ное отображение  

f : A B C× → ,  

такое что выполнены условия: 
1) для любых 1 2 1 2, ( )a a A a a∈ ≠ , существует b B∈  такой, 

что 1 2( , ) ( , )f a b f a b≠ ; 
2) для любых 1 2 1 2, ( )b b B b b∈ ≠ , существует a A∈  такой, 

что 1 2( , ) ( , )f a b f a b≠ . 
Следующее утверждение доказывает эквивалентность дан-

ных определений слабо двойственных полугрупп в случае комму-
тативности полугруппы С, [3]. 

Утверждение. Полугруппы А и В слабо двойственны отно-
сительно коммутативной полугруппы С тогда и только тогда, ко-
гда существует изоморфное вложение : ( , )A Hom B Cϕ → , которое 
отделяет элементы из В, то есть, если 1 2,b b B∈  и 1 2b b≠ , то най-
дется такой элемент ( )Aχ∈ϕ , что 1 2( ) ( )b bχ ≠ χ . 
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Целью настоящей статьи является построение примера не-
коммутативных слабо двойственных полугрупп  

Пример. В качестве полугруппы С выберем полугруппу ле-
вых нулей, 2 1 2{ , | , 1, 2, 1, 2}i j iL l l l l l i j= ⋅ = = = . Рассмотрим также 

полугруппу 3 1 2 3{ , , | , 1, 3, 1, 3}i j iL l l l l l l i j= ⋅ = = = .  

Покажем, что полугруппы 3L  и 2L  слабо двойственны отно-
сительно 2L . Для этого зададим отображение 3 2 2f : L L L× →  сле-
дующим образом 

1 1 2 2( , ) , ( , )l l l l l l→ → , для любого 2l L∈  и 3 1 1 3 2 2( , ) , ( , )l l l l l l→ → . 

Непосредственная проверка убеждает, что построенное ото-
бражение будет билинейным. 

Убедимся, что отображение 3 2 2f : L L L× →  удовлетворяет 
определению слабо двойственных полугрупп, то есть 

1) для любых 3, ( )i jl l L i j∈ ≠ , существует 2l L∈  такой, что 
( , ) ( , )i jf l l f l l≠ ; 

2) для любых 2, ( )i jl l L i j∈ ≠ , существует 3l L∈  такой, что 
( , ) ( , )i jf l l f l l≠ . 

Действительно, для 1 2 3,l l L∈ любой элемент 2l L∈  удовле-
творяет условию 1). Для 1 3 3,l l L∈ таким элементом будет 2 2l L∈ , 
а для 2 3 3,l l L∈ — 1 2l L∈ .  

Условие 2) выполнено, так как для элементов 1 2 2,l l L∈  эле-
мент 3 3l L∈  будет разделять образы 3 1 3 2( , ) ( , )f l l f l l≠ . 
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Weak duality of noncommutative semigroups is considered. An exam-
ple of weak duality for a noncommutative semigroups is presented.  

 


